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Uppgiftbeskrivning (taget fran dokumentet)

En partikel i en lada &r en utav de forsta tillampningarna man stéter pa ndr man lar sig om kvantfysik. Man
betraktar da en partikel (t.ex. en elektron) som befinner sig i en lada med o#ndligt hoga viggar. For detta
undersoker man partikelns vagfunktion ¢, (z). Vagfunktionen &r i allménhet en komplex funktion, dvs den har bade
en realdel och en imaginirdel. Vagfunktionens absolutbelopp i kvadrat, |1, (x)|?, representerar tithetsfunktionen
for att partikeln skall befinna sig vid ldge « i ladan. Om partikeln befinner sig i ett sa kallat energiegentillstand sa
uppfyller den den tidsoberoende Schréodinger ekvationen:

2 d,

" 2m da?

dar F,, ar partikelns energi, h = % och m &r partikelns massa. Att ladans vaggar ar oandligt hoga innebér att
vagfunktionen ocksa behover uppfylla randvillkoren:

Un(0) = Pn(L) =0 & ¥,(0) =4,(L) =0 (2)

Slutligen, eftersom |1, (x)|> motsvarar sannolikhetstiitheten for att partikeln skall befinna sig vid position z, si
maste det gilla att:

L
/0 o () Pdz = 1.0 3)

Uppgifter
1. Hitta de olika mojliga viarden pa E,, och hitta motsvarande vagfunktioner ), (x).

2. Visa grafer 6ver motsvarande sannolikhetsfordelningar for att partikeln skall befinna sig vid olika positioner
x.

3. Partikelns fullstindiga vagfunktion ar egentligen &ven en funktion utav tiden. For en partikel som befinner
;En .

sig i ett sd kallat energiegentillstand dr den fullstindiga vagfunktionen ¥, (z,t) = ¥, (z)e”** ' Dock in-

nebiir den extra faktorn e~*"7! inte nagon intressant tidsutveckling av sannolikhetsfordelningen eftersom

|U(z,t)|> = |¢n(x)e_i%t 2 = |9, (2)|%. Intressantare blir det om en partikel befinner sig i en superposition
av energiegentillstand, tex:

(2, 1) = A@r (@)™ T+ go(a)e ™7

For denna vagfunktion, bestdm konstanten A sadan att:

L
/ 10 (2, £)2da = 1.0
0

L

Undersok sedan hur sannolikheten att befinna sig i den vinstra delen 0 < x < 35, respektive hogra % <z <L

delen av ladan. Hitta alltsa ett uttryck for:

L

P(V,t) = / 0, (2, )| 2dx

0

L
P(H,t) = /7 |V, (x,t)*dx

2

4. Gor sedan samma sak for superpositionen av energiegentillstanden 1 och 3:
—iZy —iZay
U, 1) = A (41 (2)e™ T+ gy(a)e )

Pa vilket satt skiljer de sig? Kan du forklara varfor?



Uppgiftlosningar

1

h2 d>y,
T 2m dzx?

Enligt Schrodingers ekvation far vi: Epi, (z) = dar h = % vilket vi kan substituera i ekvationen och

vi far foljande:

Enpn(z) =

" 2m da?’ 2T

£o ]

Eppn(z) = — = dz2

2m  dz?  8n2m
dér h ar Plancks konstant och m ar partikelns massa. Valjer ddrmed att forenkla uttrycket genom att byta ut

(2)° &2, h? (d%n)

konstanterna till en variabel (givet att k = 8;22m):

h2 dQ’(/}n h2
Entpn(z) = ~872m ( dx? ) ’ [8772771/4

&,
Eptpn(x) = —k ( - ) +HL

Pn
Enthn(z) + k < 3 ) =0

Viljer att skriva om differentialekvationen utan Leibnizs notation och vi far:

Enn + Kk =0, /E,

E
1;[};: + an =0
k
Vet att differentialekvationer av andra ordningen har 16sningen y = e*® och vi kan dérmed beriikna A for var

differentialekvation genom den karakteristiska ekvationen:

M4a\+b=0
dér a och b ar koefficienterna framfor respektive ”funktion”. I vart fall &r a = 0 och b = " och vi far darmed
den karakteristiska ekvationen: P
A4 =E =0 PQ

[En

Da rétterna for den karakteristiska ekvationen dr komplexa (€ C) far vi den allmdna funktionen:

n(z) = e (C cosbx + D sin bx) C,DeR, A=a+b

Un(z) = <Ccos:|:\/7x+Dsm:|:\/7>
() = Ccos (ﬁ >+Dsm (ﬁ) @

For att finna den partikuldra vagfunktionen maste vi ta hénsyn till villkoren 2 och 3 vilket ger:

i n(@)?dz = 1.0, P(1)
Un(0) = ¢n(L) =0,  P(2)
Un(0) =95 (L) =0,  P(3)



P(2) och P(3) lyder att sannolikheten att finna partikeln vid = 0 eller x = L &r 0.0 vilket ger oss foljande

ekvation:
E E
¥n(0) = C cos (\/JO) —I—Dsin( ;0) =0

¥ (0) = Ccos (0) + Dsin (0) =0
= ¢,(0)=Dsin(0)=0 = C=0
Vi far diarmed att C = 0 om P(2) skall gélla! Viljer att byta ut k igen till dess ursprungliga uttryck och vi far:

wn<x>=Dsin< i) [’f/gjjm}

Yn(x) = Dsin (\/ Wm)

P(2) lyder ocksa att vagfunktionen skall vara 0 ndr = L och vi far ddrmed uttrycket:

¥, (L) = Dsin ( 87T2mEnL> =0

h2

8m2mkE,,

2 L=0+nm | neN, /L

8m2mkE, nm
h2 L
Eftersom sannolikheten for att partikeln skall vara i ladan &r alltid 1.0 ger oss f6ljande villkor P(1) [3] och vi

behdver darmed normalisera vagfunktionen. Vi behover alltsa gora sa att sannolikheten for att partikeln skall vara
mellan x = 0 och = L ar 1. Den &r alltsa alltid ¢ ladan. D.v.s. féljande:

L
/ [ (x)|?dz = 1.0
0
8m2mE, ? 8m2mE 8m2mE
2 . TN Loy, 2 .. 2 TMLy, T mkb, nm
o« () ([ [
2 _ 2.2 (N7
[t (2)]* = D*sin (Lx>
L L
— [ Walde =07 [“on? (Ta)ar =10
0 0 L

Vi behéver nu berédkna integralen och fa fram dess uttryck. Vi anvénder oss ddrmed av wu-substitution och

trigonometriska ettan. Lat u = 1" x:
L L
/ sin? (n—ﬂx> de = / sin® (u)da
0 L 0

L

d L
ST g = Zdu
dx L nm
L I L
:>/ sin?(u)de = — sin®(u)du
0 nmJo
2

Viljer att skriva om och forenkla sin® (u) och enlight den trigonometriska ettan far vi:
cos(2u) = 1 — 2sin®u, (dubbla vinkeln for cosinus), +2sinu

cos2u+2sin®u=1, —cos2u



2sin®u =1 —cos2u, /2

1 1
2u==—=cos2u

2 2

Vi kan nu stoppa in var férenklade version av sin?(u) med nagot vi faktiskt kan integrera:

L L L
L 1 1
— /0 [ (2)|?de = D2/0 sin? (%x) dr = D2777/0 {2 -5 cos(2u)} du

p2 L /L{1 cos(2u)} du — D2~ /L 1d /L (2u)d
=D"— — COos =D*— u — cos(2u)du
2nm Jo 2nm \ Jo 0

L

L
=D — [u — /cos(2u)du ]
2nm 0

— sin
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